Неоднородные течения Куэтта by Аристов, С. Н. & Просвиряков, Е. Ю.
Нелинейная динамика. 2014. Т. 10. № 2. С. 177–182.
Полнотекстовая версия в свободном доступе
http://nd.ics.org.ru
УДК: 532.51
MSC 2010: 76F02, 76F45, 76M45, 76R05, 76U05
Неоднородные течения Куэтта
С.Н.Аристов, Е.Ю.Просвиряков
Получено решение задачи, в рамках точных решений уравнений Навье –Стокса, опи-
сывающее течение вязкой несжимаемой жидкости, вызванное пространственно-неоднород-
ными ветровыми напряжениями.
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1. Постановка задачи
Известно, что течение вязкой несжимаемой жидкости описывается системой уравнений
Навье –Стокса и уравнением несжимаемости [1]:
dV
dt
= −∇P + νΔV, (1.1)
∇ ·V = 0. (1.2)
Здесь V = (Vx, Vy, Vz) — вектор скорости, P — давление, деленное на постоянную среднюю
плотность ρ жидкости, ν — коэффициент кинематической вязкости, d
dt
— полная производ-
ная, ∇ и Δ дифференциальные операторы Гамильтона и Лапласа соответственно [1].
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Рассмотрим течение жидкости между двумя плоскостями, параллельными плоскости
Oxy; ось Oz направлена вверх. Условимся называть плоскость, совпадающую с плоскостью
Oxy, нижней или абсолютно твердой, а верхнюю плоскость — свободной. Для простоты
можно считать, что нижняя плоскость неподвижна. При задании на верхней плоскости
скорости, направленной, например, параллельно оси Oy, получим течение, описанное Ку-
эттом [2]. Физически такое течение можно интерпретировать как движения, вызванные
наличием постоянной скорости на поверхности жидкости, связанной с ветром. Очевидно,
что интерес представляют течения при пространственно-неоднородном движении атмосфе-
ры. Иными словами, воздушные массы перемещаются по воде со скоростью, параллельной
плоскости Oxy, но при этом скорость зависит от координат x и y.
Далее будем изучать течения вязкой несжимаемой жидкости, при которых ветер изме-
няется незначительно по сравнению с толщиной слоя, то есть h  l. Здесь h и l — толщи-
на слоя жидкости и характерный размер воздушных масс соответственно. В этом случае
можно пренебречь искривлением свободной поверхности; таким образом верхняя граница
является плоской, следовательно, давление можно считать постоянным, а вертикальную

















































Отметим, что система (1.3) является переопределенной, поскольку для нахождения двух
компонент скорости имеется три уравнения. Очевидно, что необходимо провести анализ
совместности этой системы для получения решений, имеющих физический смысл. Учиты-
вая приближение крупномасштабности, разложим компоненты скорости в ряд Тейлора по
поперечным координатам и ограничимся однородными и линейными по поперечным коор-
динатам слагаемыми:
Vx = U + u1x + u2y, Vy = V + v1x + v2y. (1.4)
Отметим, что коэффициенты в разложении Тейлора (1.4) зависят от поперечной координа-
ты z и времени t. Решение (1.4) совпадает с решением Линя [3], построенного для уравнений
магнитной гидродинамики, в котором гидродинамические и магнитные поля линейны по
горизонтальным координатам. Подставим соотношения (1.4) в систему (1.3) и приравняем
коэффициенты при одинаковых степенях горизонтальных координат x и y. Таким обра-
зом, осуществлен переход от краевой задачи нелинейной системы уравнений с частными
производными к системе квазилинейных дифференциальных уравнений:
L̂u2 + u1u2 + u2v2 = 0, L̂v1 + u1v1 + v1v2 = 0, (1.5)
L̂u1 + u21 + u2v1 = 0, L̂v2 + u2v1 + v
2
2 = 0, (1.6)
L̂U + Uu1 + V u2 = 0, L̂V + Uv1 + V v2 = 0, (1.7)
u1 + v2 = 0. (1.8)
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Отметим, что система (1.5)–(1.8) была приведена в обзоре [4]. Там же были приведены
все известные классические решения, принадлежащие рассматриваемому классу, и получе-
ны новые решения для указанной системы. Однако решение, которое будет получено ниже,
является общим и ранее описано не было.
2. Исследование разрешимости краевой задачи
Для анализа переопределенной задачи вычислим функцию тока, описывающую систе-




= Vx = U + u1x + u2y,
∂ψ
∂x
= −Vy = − (V + v1x + v2y).
(2.1)
Интегрируя систему уравнений (2.1), получим решение для функции тока, представляю-
щее собой квадратичную форму, которая, вообще говоря, может вырождаться в линейную
форму в зависимости от значений ее коэффициентов (решений системы (1.5)–(1.8)):
ψ = Uy + u1xy + u2
y2
2 − V x− v1
x2
2 − v2xy. (2.2)
Запишем инварианты квадратичной формы, необходимые для анализа типа квадратичной
формы или вырожденных случаев [5]. Будем рассматривать два инварианта: главный и ма-











































Анализируя подсистему системы (1.5)–(1.8), состоящую из уравнений (1.6) и (1.8), получим
следующее равенство:
v1u2 + u21 = 0. (2.3)
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Следовательно, малый инвариант квадратичной формы равен нулю (δ = 0), поэтому тип
квадратичной формы зависит от величины главного инварианта формы:
Δ = −18 (Uu1 + V u2).
При U = V = 0 имеем Δ = 0; следовательно, тип изолинии функции тока — прямые.
При V 
= 0 и Uu1 + V u2 
= 0 изолиниями функции тока будут параболы. Отметим, что
неравенства V 
= 0 и Uu1+V u2 
= 0 можно ослабить, например, до условия u2 
= 0, поскольку
можно совершить такое преобразование поворота, что одна из функций U или u1 обратится
в нуль.
В этом случае общее решение уравнения (2.3) записывается следующим образом:
u1 = u cos θ sin θ, u2 = u cos2 θ,
v1 = −u sin2 θ, v2 = −u cos θ sin θ.
(2.4)
Здесь θ — произвольная постоянная, а функция u удовлетворяет операторному уравнению
L̂u = 0.
Очевидно, что представление (2.4) обеспечивает разрешимость задачи. Из решения (2.4)
следует, что в качестве полей скорости на поверхности, при которых отсутствует верти-
кальная компонента скорости, может быть задана только комбинация сдвигового потока
(основное течение) и однородной части, которая описывается величиной скорости u и уг-
лом θ (вторичное течение).
3. Анализ решений
Далее, для удобства, в решениях (2.4) положим θ = 0; следовательно, справедливы
следующие равенства:
u1 = v1 = v2 = 0, u2 = u.
Таким образом, вводя новые обозначения, преобразуем соотношения (1.4) к виду:
Vx = U + uy, Vy = V. (3.1)
Теперь исходная система (1.5)–(1.8) может быть записана следующим образом:
L̂u = 0, L̂V = 0, L̂U + V u = 0. (3.2)
Ограничимся далее исследованием установившихся течений вязкой несжимаемой жидко-
сти. Сформулируем граничные условия для системы (3.2). На нижней границе выполнены
условия прилипания:
U = V = 0, u = 0; (3.3)
на верхней границе заданы скорости:
U = W cosϕ, u = Ω, V = W sinϕ, (3.4)




≡ u — вертикальная компонента завихренности [1] на свободной поверх-
ности, вычисленная согласно формулам (3.1). Здесь W — значение скорости на поверхности
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слоя жидкости, а угол ϕ — это направление этой скорости относительно выбранной системы
координат.
Таким образом, исходную задачу о движении жидкости, индуцированном неоднород-
ным ветром, можно рассматривать как комбинацию задач о течении потока, вызванного
однородным ветром (течение Куэтта), и течении сдвигового потока.
















Проанализируем течение, описываемое решением (3.5) системы (3.2)–(3.4). Для начала
в формулах (3.5) положим Ω = 0, то есть рассмотрим течения, у которых отличны от
нуля только однородные компоненты скорости U и V . В этом случае формулы (3.5) в силу








Очевидно, что течение, описываемое формулами (3.6), является классическим течением
Куэтта [2].
Далее в формулах (3.5) приравняем нулю скорость на поверхности жидкости: W = 0.





Физически решение (3.7) интерпретируется следующим образом. Во-первых, благодаря
формулам (3.7) можно описывать течение около двух перпендикулярных плоскостей (те-
чение в прямом угле). Во-вторых, формулы (3.7) позволяют моделировать движение двух
встречных потоков в середине слоя.
И наконец, перейдем к изучению комбинации основного и вспомогательных течений.
Не ограничивая общности рассуждений, будем анализировать течение при y = 0. В этом
случае из формул (3.1) следует, что из решений (3.5) необходимо рассматривать только














Отметим для начала, что скорости изучаемого течения (3.8) зависят от вязкости несжи-
маемой жидкости, тогда как при течении Куэтта такой эффект отсутствовал [2]. Анали-
зируя далее соотношения (3.8), заметим, что течение внутри слоя жидкости не связано
с направлением ветра (заданием скорости на поверхности). Таким образом, посредством
полученного решения можно описывать экваториальные противотечения [6] в Мировом
океане. Также заметим, что направление ветра несущественно и для направления струи,
поскольку она всегда перпендикулярна сдвигу.
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